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We present the results of a research project on arithmetic-algebraic thinking that was carried out 
jointly by a team in Mexico and another in Quebec1. The project deals with the concepts of variable 
and covariation between variables in the sixth grade at the elementary level and the first, second, 
and third years of secondary school – namely, children from 11 to 14 years old. We target secondary 
students (first year or K7) in this article. Our objective relates to the development of a gradual 
generalization in arithmetic-algebraic thinking in a socio-cultural approach to the learning of 
mathematics. We experimented with investigative situations using a paper-and-pencil approach and 
technology. We analyze the emergence, in this context, of a visual abstraction, the production of 
institutional and non-institutional representations, a sensitivity to contradiction, and, finally, the 
concepts of variable and of covariation between variables.  

Key words: gradual generalization, socio-cultural approach, arithmetic-algebraic thinking. 

Introduction: Steps of the Project 
The project presented herein has been ongoing since 2008, carried out jointly by a team in Mexico 

and another in Quebec. The experimentation was done at the primary and secondary levels as well as 
in a pre-service teacher education program. 

• Step 1: studies of the concept of function (Hitt, Gonzâlez & Morasse, 2008; Hitt & Gonzâlez-
Martîn, 2015; Hitt & Quiroz, 2019; Passaro, 2009) among students in Secondary 2 and 3 (aged 13-
15 years, K8 and K9 equivalents) 

• Step 2: a study of the generalization of the concepts of variable and of covariation between 
variables in relation to arithmetic-algebraic thinking among Secondary 1 students in Quebec (aged 
12-13 years, K7 equivalent) (Hitt, Saboya & Cortés, 2017, 2019a, 2019b) and among Secondary 3 
students in Mexico. 

• Step 3: studies of the concepts of variable and covariation between variables and of the 
generalization (in the transition from primary to secondary levels) related to arithmetic-algebraic 
thinking among 6th grade elementary students with learning difficulties in Mexico (11-12 years of 
age, K6 equivalent) (Hitt, Saboya & Cortés, 2017a, 2017b; Saboya, Hitt, Quiroz & Antoun, 2019). 

Páez’s (2004) doctoral thesis worked on teacher training with a teaching method based on 
collaborative learning, scientific debate, self-reflection, and the process of instutionalization 
(ACODESA) (see Hitt, 2007). 

In order to use the same method in our project, which targeted elementary and secondary students, 
we had to use, in Step 1 of the project, the results obtained among Secondary 2 and 3 students to 
create theoretical tools which would allow us to better analyze students’ spontaneous representations 
and their role in the resolution of non-routine situations. 

                                                             
1 Joint project: Carlos Cortés (UMSNH); Samantha Quiroz (UAC); Fernando Hitt; and Mireille Saboya (UQAM). 
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Step 2, which is the focus of this paper, will allow us to better understand the processes of 
abstraction2 that trigger a generalization among students (in Secondary 1 in Quebec) in the transition 
from elementary to secondary levels as well as the construction of a cognitive structure related to 
arithmetic-algebraic thinking (which we elaborate further below). 

We are currently in the process of analyzing the results of Step 3. 

Theoretical framework: Socio-Cultural Approach to Learning  
Our approach to the construction of knowledge is based on the notion of activity from Leontiev’s 

(1978) activity theory. According to Leontiev, activity, mediated by mental reflection that situates a 
subject in the objective world, follows a system of social relations. Leontiev holds that an 
individual’s activity depends on their place in society and their life circumstances (idem, p. 3). 
Further, activity is intimately related to a motive: “different activities are distinguished by their 
motives. The concept of activity is necessarily bound up with the concept of motive. There is no such 
thing as activity without a motive” (idem, p. 6). Hence, the activity of an individual in a society has a 
central role in the “subject-activity-object” relation (known as Leontiev’s triangle) which, in turn, is 
part of a system of relations within the given society. 

It stands to reason that the activity of every individual depends on his place in society, on his 
conditions of life… The activity of people working together is stimulated by its product, 
which at first directly corresponds to the needs of all participants. (p. 3-6)  

Engeström (1987, 1999) analyzes Leontiev’s triangle as a model of the relation between subject, 
object, and artefact-mediation, and concludes that Leontiev’s triangle does not capture all elements 
and relations of a system: 

I am convinced that in order to transcend the oppositions between activity and process, 
activity and action, and activity and communication, and to take full advantage of the 
concept of activity in concrete research, we need to create and test models that explicate the 
components and internal relations of an activity system… To overcome these limitations, the 
model may be expanded. (p. 29-30). 

Voloshinov’s (1929/1973) ideas about the construction of sign emphasize the importance of 
the collaborative work that enriches Leontiev and Engeström’s theoretical approach: “[t]he 
reality of the sign is wholly a matter determined by that communication. After all, the existence 
of the sign is nothing but the materialization of that communication. Such is the nature of all 
ideological signs” (p. 13) 

Building on the ideas above, we adapted Engelström’s model (see Figure 1) while adhering 
to the ACODESA teaching method (Hitt, 2007). The mathematics classroom is viewed as a 
microsociety whose various members are the teachers, the students, the institution, and the tools 
used in the co-construction of knowledge through the resolution of investigative situations 
(physical materials, school textbooks, computers, etc.). 

Collaborative work, communities of practice, and even societies, according to Engeström (1999), 
Legrand (2001), Leontiev (1978), and Wenger (1998), among others, involve a motive, rules, a 
division of labour among members, a mediation of artefacts, and interaction among the various actors 
(see Figure 1). In our case, given a mathematical task, we are interested in the co-construction of 
students’ knowledge through the evolution of their representations in the context of an ACODESA 
method of teaching. 

                                                             
2 The following is a translation of the definition of abstraction in the Larousse dictionary: an intellectual operation 
which consists in isolating by thought a characteristic of an object and considering it independently of the other 
characteristics of that object. 
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Figure 1. Engeström’s (1999) model adapted to have covariation between variables as object; the 
various phases of the ACODESA method of teaching 

Local Theoretical Framework and First Elements of Arithmetic-Algebraic Thinking   
Given that we are primarily interested in the co-construction of knowledge, we searched for 

theoretical elements specific to moments of understanding or to the epistemic actions of Pontecorvo 
& Girardet (1993): 

a) Higher-level methodological and metacognitive procedures; and 
b) explanation procedures used for the interpretation of particular elements of the task. 

To better understand the epistemic actions taking place during the resolution of a mathematical task, 
we use Rubinshtein’s (1958) notions (cited in Davidov, 1990, p. 93-4) about the distinction between 
“visual empirical thought” and “abstract theoretical thought.” In our project, just as in Rubinshtein 
and his group’s, we are interested in the gradual generalization that occurs in a collaborative process 
of learning. For Davidov (idem), generalization is a process: “[i]f we mean the process of 
generalization, then the child’s transition from a description of the properties of a particular object to 
finding and singling them out in a whole class of similar objects is usually indicated” (p. 5). 

In the previous century, research about the transition from arithmetic to algebra focused on the 
concepts of epistemological obstacle (Vergaud, 1988), cuts (Filloy & Rojano, 1989), and gaps 
(Herscovics & Linchevski, 1994). Today, a change of paradigm purports that cognitive difficulties 
can be overcome (by a majority of students) with appropriate teaching. The discussion is one of a 
continuum rather than a rupture (Hitt, Saboya, and Cortés, 2017a). In this new paradigm, three types 
of approaches have emerged: 

- “Early Algebra,” which is based on a functional thinking approach with “an early 
inclusion of algebraic symbols as a valuable tool for early algebraic thinking” (Carraher, 
Schliemann, & Brizuela, 2000; Kaput, 1995, among others); 

- “Algebraic nature of arithmetic” (Fujii 2003, among others); and 
- a “development of algebraic thought” which acts as a support from which to delve 

deeper into arithmetic (Davidov, 1990; Kilpatrick, 2011; Radford, 2011a, 2011b, among 
others). 

The Early Algebra approach prioritizes the use of institutional algebraic symbols to express 
covariation between variables and functions (tables of values and algebraic notations of the type n à 
n + 3, for example). The second approach is similar to the first, albeit with a broader focus on the use 
of algebraic symbols in classical arithmetic tasks (see below in Section 3.2). However, the third 
approach relates to the use of general mathematical notions such as intuition, abstraction, and 
generalization in a socio-cultural learning of mathematics. 
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We situate ourselves in this third, socio-cultural type of approach (Engeström 1987, 1999; Leontiev, 
1978; Voloshinov, 1929/1973) to the learning of mathematics (Radford’s Theory of Objectification, 
2011b). We propose the development of complex intuitive ideas by considering, for example, 
mathematical visualization (including “visual empirical thought” and “abstract theoretical thought,” 
Rubinshtein, 1958), generalization (Davidov, 1990; Radford, 2011a), and the promotion of 
sensitivity to contradiction (Hitt, 2004) in mathematical activity. We worked on these general notions 
in elementary and secondary schools; specifically, we worked on the notions of variation and 
covariation between variables with the aim of developing arithmetic-algebraic thinking in students. 

The notion of arithmetic-algebraic thinking is related to the development of a cognitive structure 
that we wish to promote in students, a structuring structure (a habitus) in the sense of Bourdieu 
(1980):  the conditioning associated with a particular class of living conditions produces habitus, 
systems of durable and transposable dispositions, structured structures predisposed to function as 
structuring structures (p.88-89). 

In our project, we attempt to show how to develop a structuring structure related to arithmetic-
algebraic thinking in a mathematics classroom that is viewed as a microsociety. 
Co-construction of Knowledge and a Sensitivity to Contradiction in the History of 
Mathematics 

Szabó’s (1960) studies of the history of mathematics detail elements that, during the Golden Age of 
the Greek civilization, contributed to the transformation of an empirical-visual mathematics into a 
definition-based on an axiomatic deductive science. We highlight the following elements: 

a) The socio-political progress of the Greeks that allowed for the development of the art of rhetoric, 
polemical discussion, and critical thinking; 

b) the influence of the philosophy of Parmenides of Elea and his disciple, Zeno of Elea (and, in 
particular, his paradoxes), on the Pythagoreans, who had an interest in mathematics; and 

c) a "sensitivity to contradiction" when confronted with mathematical results developed by the 
Babylonians and the Egyptians, which did not always agree (e.g. the area of the disc). 

Indeed, Szabó (idem) shows that Thales of Miletus’ results were obtained in an empirical-visual 
manner. Szabó (idem) also gives the example of Plato’s (4th century B.C.) Socratic dialog, Meno, 
which deals with the doubling of the area of a unit square. At the end of the dialog, a slave builds a 
square on the diagonal of the original unit square. It is easy, visually, to see that the surface area of 
the new square is double that of the first. 

Parmenides' philosophy on the existence of being excludes non-being and provides the first 
reflections on logic and on the law of excluded middle. Szabó believes Parmenides influenced the 
Pythagoreans and that they, in turn, influenced mathematics, creating not only critical thinking but 
also a sensitivity to contradiction in mathematics. Szabó states: 

The earliest Greek mathematicians, the Pythagoreans, borrowed the method of indirect 
demonstration from the Eleatic philosophy; consequently, the creation of deductive mathematical 
science can be attributed to the influence of the Eleatic philosophy. (p. 46) 

Unfortunately, many of the Greeks’ documents have been lost. Nevertheless, historians point to 
Euclid’s Elements, which record the content of the Pythagoreans’ books (Books VII, VIII, IX, and 
X). In Euclid’s Elements, it is common to find theorems proved by contraposition. Vitrac (2012) 
confirms that indirect demonstrations (known as reduction to absurdity) are not uncommon in 
Euclid’s Elements; they appear in a hundred or so propositions (p. 1). 

One of Szabó’s main assertions is that the transformation of mathematics into a deductive science 
(from the 5th century B.C. to the 3rd century B.C.) was accompanied by a transformation of 
mathematics into an anti-illustrative science. The visual demonstration of the duplication of the 
surface area of a unit square did not have a place in the new approach in Euclid's Elements. In Euclid, 
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the illustration did not play a role in the visual demonstration process, but rather as an aid to the 
formal demonstration. 

Historians report that the birth of algebra as a discipline was developed by the Persian al-Khwarizmi 
(790-850). Hence, while algebra did not originate with the Greeks, they did lay the groundwork for 
critical thinking, mathematical logic, indirect proof, and a sensitivity to contradiction. This type of 
thinking is, historically, an important precursor to the development of algebra. 

How can we draw inspiration from the history of mathematics in the classroom? How can these 
historical elements of different cultures be integrated into the mathematics classroom? 
Sensitivity to Contradiction in the Construction of Arithmetic-Algebraic Thinking 

Research from the 1980s offers a glimpse into students’ difficulties in solving algebraic problems. 
We consider, as an example, Fujii’s (2003) study of the success rates among elementary and high-
school students in the United States and in Japan in solving the following two problems: 

Problem 1. Mary has the following problem 
to solve: “Find value(s) for x in the 
expression: x + x + x = 12” 
She answered in the following manner. 
a.  2, 5, 5;      b.  10, 1, 1;     c.  4, 4, 4 
Which of her answer(s) is (are) correct? 
(Circle the letter(s) that are correct: a,b,c)	

Problem 2. Jon has the following problem to solve: “Find 
value(s) for x and y in the expression: x + y = 16” 
He answered in the following manner. 
a.  6, 10;          b.  9, 7;          c.  8, 8 
Which of his answer(s) is (are) correct? (Circle the 
letter(s) that are correct: a, b, c) 
State the reason for your selection.	

It is also important to note that it is rare for students to get both problems correct, which was also consistent 
with the data for both countries [USA and Japan]. Let me select the Athens (GA) 6th, 8th and 9th graders 
from the American data, simply because these students have a common educational environment. The 
percentages of correct answers for 6th, 8th, and 9th grade are 11.5%, 11.5% and 5.7% respectively. For 
Japanese students, the correct response from 5th, 6th, 7th, 8th, 10th and 11th grades are 0%, 3.7%, 9.5%, 
10.8%, 18.1% and 24.8% respectively (Fujii, 1993).	

These problems help distinguish between students with a conception of the role of a variable in an 
algebraic expression and those who had formed the concept of a variable. 

By analyzing the tasks Fujii (2003) proposes, we see they had been designed as assessment tools (to 
detect the conceptions students had formed). The design of a task meant to promote learning based 
on students’ conceptions, however, is a whole other matter. In what follows, we present two 
examples of sensitivity to contradiction. 

First example. Sensitivity to contradiction in the process of solving the following: 

a) Solve this inequality:  0.2(0.4x + 15) – 0.8x ≤ 0.12 

b) Verify that x = 10 is an element of the solution set.	

In designing this activity, we took into account Brousseau’s (1997) notion of epistemological 
obstacle in the learning of decimal numbers: an error that results when knowledge that, in other 
situations, had been valid and effective proves to be erroneous in a new situation. 
In this case, an error occurs when knowledge about multiplication of natural 

numbers is applied to multiplication of decimal numbers. We take advantage of 
this error to promote a richer mathematical structure: a sensitivity to 
contradiction. Here is an example of a student’s work: 
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Question	3.	Study	of	the	inequality:	

0.2 0.4! + 1.5 − 0.8! ≤ 0.12	
a)	For	which	values	of	!	is	the	inequality	satisfied?		
	

The	inequality	

	is	satisfied	for	

	

b)	Verify	that	the	inequality	is	satisfied	for	! = 10:	

	

We note the student made the mistakes anticipated by the researcher. The student had proposed the 
solution “st [solution] = 0,12,” but after addressing question b), the student noticed the contradiction. 
The student retraced his steps to resolve the contradiction in part a). He spotted and overcame the 
cognitive contradiction, even if, formally, the contradiction remained in item b). This shows the 
student is sensitive to contradiction. 

Second example. The Shadow Situation was one of five situations proposed in a month-and-a-half-
long experiment with students in their third year of high-school. The five (sequential) situations were 
worked on in connection with the ACODESA method and with the goal of developing the concepts 
of covariation between variables and of function (Hitt & González-Martín, 2015; Hitt & Morasse, 
2009). The following is a translation of the Shadow Situation given to students: 

Suppose	we	have	a	source	of	light	with	a	height	of	6	meters	(a	street	light).	We	consider	the	shadow	

formed	when	a	when	a	person	who	is	1.5	meters	tall	walks	down	the	street.	We	are	interested	in	the	

relationships	between	the	quantities	involved.	

	

Are some of the quantities dependent on one another? Which ones? 
Select two quantities that depend on one another and describe the phenomenon with the 
various representations you used in previous activities. 

	

Phase 1: Individual work. Two girls work on their 
own3 to understand the task. One of them represented the 
situation through a proportional drawing. Starting with 
an empirical-visual thought, she found a relationship 
between the quantities “distance travelled by the person” 
and “length of the shadow.”  

Phase 2: Teamwork (Prusak, Hershkowits, & 
Schwarts, 2013, suggest groups of two to three). The two 
girls produce a verbal description of a relationship, an 
algebraic expression, and a graphical representation of 
the situation. 

                                                             
3 Translation of text in top right corner of image: [w]hen the “walker” will be at 3m from the lamp, his shadow will 
be 1m. This means that for every 1m between the “walker [sic] and the lamp, there is 1/3 of a m of shadow. 
Rule: N * 1/3m (n [sic]: distance in m between the “walker [sic] and the lamp) 
Table of values, first row: distance; table of values, second row: shadow (length) 
Graph, x-axis: distance in M [sic] between [sic]; graph, y-axis: length of the shadow in M [sic] 
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Phase 3: Classroom debate. One group of students failed to find an 
answer due to algebraic errors. Upon seeing the two girls’ results, this 
group manages to construct an algebraic approach by using similar 
triangles. 

Phase 4: Self-reflection. The instructor collects everything the 
students produced and re-assigns them the situation as homework, this time with the instruction to re-
create the work done in class. The following is what one of the girls (mentioned above) produced as a 
reconstruction of what had been discussed in class: 

Reconstruction of work done in teams Reconstruction of the classroom debate 

4 5 
                                           6 

She reconstructed with no difficulty what she had done numerically and visually with her team-
mate. Unfortunately, when she wanted to reconstruct the boys’ algebraic process, she made a mistake 
and failed to come up with a solution. In her drawing (the one on the right), she expressed a feeling 
of unease in the face of a contradiction she couldn’t overcome. This shows she had formed a 
sensitivity to contradiction. From a cognitive standpoint, a sensitivity to contradiction is an 
awareness of contradiction accompanied by a sense of unease, and its resolution by a sense of 
happiness. 

These examples demonstrate the importance of students’ spontaneous representations. Given these 
findings on students’ spontaneous representations, Hitt and Quiroz (2019) proposed the notion of 
socially-constructed representation, one which materializes through the evolution of students' 
functional-spontaneous representation as it emerges in individual work and is then discussed in a 
team, in large groups, and in self-reflective work. According to Hitt and Quiroz (2019, p.79), 

[a] socially-constructed representation is one that emerges in individuals when given a non-
routine activity; the actions in the interaction with the situation have functional (mental, oral, 
kinesthetic, schematic) characteristics and are related to a spontaneous (external) 
representation. The representation is functional in the sense that the student needs to make 
sense of the situation, and it is spontaneous because it naturally occurs in an attempt to 
understand and solve the non-routine situation. [Translation] 

The Investigative Situation (the Task): Key Element in the Co-Construction of 
Mathematical Knowledge 

The theories of didactical situations (Brousseau, 1998), of “problem solving” (Mason, Burton, & 
Stacey, 1982; Schoenfeld, 1985), and of Realistic Mathematical Education from Freudenthal (1991) 
have prompted changes in curricula worldwide. There is a break from the classical approach – that is, 
from “definition-theorem-exercises and problems” instruction. Situational problems, problems in 
general, and contextualized problems have a fundamental role to play in the new approach. In light of 
these theories, task design is viewed as central for overcoming cognitive barriers. A new era came for 

                                                             
4 Translation: Rule: LoS [Length of Shadow] = n * 1/3  
5 In this table of values, the entries in the first row correspond to “n (dis) [distance]” and those in the second row to 
“LdO [Longueur de l’Ombre, or Length of Shadow].” 
6 Translation of items (1), (2), and (3) in the image: (1) 6 divided by 1.5 gives 4, so we can reduce. To get rid of the 
division, multiply y. (2) Homothety of the big triangle to the small one. (3) (I don’t know anymore L) 

(1) 

(2) (3) 
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the organization and role of the task in mathematics instruction, in situational problems related to 
creativity, and in mathematical modelling (Blum, Galbraith, Henn, & Niss, 2007; Hitt & González-
Martín, 2015; Hitt, Saboya, & Cortés, 2017; Hitt & Quiroz 2019; Lesh & Zawojewski, 2007; 
Margolinas, 2013). 

The activities we designed are related to the ACODESA teaching method in a socio-cultural 
approach to mathematics instruction. We call our activities “investigative situations”: 

An investigative situation consists of different tasks that follow the steps of the ACODESA 
method. The tasks attempt to promote, first and foremost, the emergence of non-institutional 
or institutional representations, empirical-visual thinking related to diversified thinking (that 
is, divergent thinking), conjecture, prediction, and validation. In second and third stages 
(teamwork and classroom debates), we try to promote abstract thinking that includes 
sensitivity to contradiction as well as an evolved version of the representations and 
characteristics formed in the first stage. In a fourth stage, students re-construct what had been 
done in class so as to solidify the knowledge they had formed. Finally, the teacher reviews 
students’ various solutions and presents the institutional position vis-à-vis the content 
considered in the situation. [Translation] 

The design of investigative situations follows an organization such as that outlined in Hitt, Saboya, 
and Cortés (2017b). 
Variation and Covariation between Variables: an Example with Polygonal Numbers 

We now present the first step of an investigative situation that involves polygonal numbers and 
which is targeted towards students in their first year of high-school. This step consisted of five 
questions to be solved with paper and pencil. The second step had students use technology to validate 
their conjectures. In total, the situation was eight pages long. The following is a translation from 
French: 

Step 1 (Individual work, followed by teamwork; paper-and-pencil approach) 
A long, long, long, long time ago (around 520 B.C.), a mathematician called Pythagoras founded a school 
on an island in ancient Greece. He and his students were fascinated by both numbers and geometry. One 
of their ideas consisted of representing numbers by geometric figures. They called these polygonal 
numbers. For example, they noticed that certain numbers could be represented by triangles. Thus, 1, 3, 6, 
and 10 are the first four triangular numbers since they can be represented by points arranged in triangles as 
follows: 

 
1) Observe	 these	 numbers	 carefully.	What	 is	 the	 fifth	 triangular	 number?	Represent	 it.	 Explain	

how	you	did	this.	

2) How do you think a triangular number is constructed? What do you observe?  
3) What is the 11th triangular number? Explain how you found its value. 
4) You must write a SHORT email to a friend describing how to calculate the triangular number 83. 

Describe what you would write. YOU DON'T HAVE TO DO ANY CALCULATIONS! 
5) And how would you calculate any triangular number? (We want a SHORT message here as well.) 

Teams’ Responses to Questions 1, 2, and 3  
In this first step, we wanted to promote empirical-visual thinking (Rubinshstein, 

1973) and generalization (Davidov, 1990; Radford, 2011). Students (in teams G1 
and G3) naturally shifted from a visual approach to an arithmetic procedure (an 
epistemic action). For example, to calculate T11, they wrote 
1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11. 
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Team G2 first moved from a concrete visual approach to a more general visual approach and 
then to an arithmetic procedure (an epistemic action). Hence, for T11, they wrote 
11+10+9+8+7+6+5+4+3+2+1. 

We note the abandonment of the iconic representation by one student (from team G4) who, during 
the classroom debate, switched from a detached visual approach to the 
polygonal configurations to an iterative calculation which he had not 
discussed with his teammates (what Rubinshtein would term theoretical 
abstract thinking). Team G4 used this final strategy, along with Excel, to tackle the fifth question of 
the second step of the investigative situation.   

This shift shows the importance of teamwork and of Yan’s reflection as he 
organized his thoughts (in what Vygotsky, 1932/1962, would call inner 
speech) so as to communicate them to the group (Voloshinov’s construction of 
sign). Yan needed to make himself understood by the rest of the class. 
Team Responses to Questions 4 and 5 and First Classroom Debate 

The following are the responses given by each team in the first classroom debate:  
	 Team’s	response	to	question	4	 Team’s	response	to	question	5	

G1	 We	add	 all	 the	 numbers	 from	1+2+3...	 all	 the	

way	to	the	number	of	points	on	the	side.	

We	add	all	the	numbers	from	1+2+3...	all	the	way	to	the	

number	of	points	on	the	side.	

G2	 Add	up	the	numbers	from	1	to	83.	 You	add	up	the	numbers	from	there?	

G3	 You	have	to	do	83+82+81…	all	the	way	to	1.	

	

Calculate	 the	 last	 diagonal	 column	 and	 calculate	 by	

doing	-1	to	the	number.	E.g.	15th,	15+14+13…	etc.	

		G4	 You	 have	 to	 do;	 1+2+3+4+5+6+7+8…	 +83	 and	

this	will	give	you	the	answer.	

	

You	put	 the	same	number	on	 the	other	sides	and	 then	

you	add	up	1+2+3+4+5+6…	until	you	get	to	your	number	

and	your	answer	is	the	triangular	number.	

During the classroom debate, the researcher asked what answers had been written 
in response to question 5 (see responses above), which asked for a short message 
describing how to find any triangular number. The students first suggested the sum 
“1+2+3 all the way to your number.” The researcher intervened: how can I write a 
number I don’t know? Different proposals emerged. The first was to write “?” ; 
afterwards, they proposed “x” or “y.” The teacher asked whether a heart could be 
used: “♥.” One student replied that they could use anything that wasn’t a number. 

The students transitioned from empirical-visual thinking to abstract arithmetic-algebraic thought. 
The variable was first expressed in words: “all the way to your number.” Then, it was expressed as 
“?,” then, as “x” or “y,” and, finally: “we can use anything that isn’t a number.” 

Output produced by team G4 (during teamwork and during the classroom debate)  

Teamwork and 
spontaneous 
generalization 

Surprise at finding a decimal number 
as T100 and team discussion towards 
generalization (with Excel) 

General computation of a 
triangular number 
presented to the rest of 
the class 

Generalization 
obtained through 
classroom debate 

    
We note that each abstraction came with a certain type of generalization. The processes of 

abstraction were of the following types: visual abstraction, arithmetic abstraction, emergence of the 
concept of a variable, emergence of the concept of covariation between variables. 
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45 Days Later: Phase of Self-Reflection (Reconstruction) 
During this step, Yan, the student who found an algebraic expression for triangular numbers, 

tried to remember his formula but got it wrong. He wrote: (Row*2)-1=y and (Row*y=triangular 
number. During the pentagonal number activity which we had given him as a challenge, he 
wrote that Row*(Row + (Row * 0.5 – 0.5)) = pentagonal number. He found this expression by 
using the same strategy he had used 45 days beforehand to deal with triangular numbers. This 
expression is equivalent to the institutional one: !! = ! !!!!

! . 
During this process of self-reflection, another student obtained the following in response to the 

question about triangular numbers: Odd number: (row + 1) ÷  2 * row = triangular number. This 
expression is equivalent to !! = ! !!!

!  (when restricted to odd numbers). 

Conclusions 
In this paper, we wanted to show the various elements needed for the construction of arithmetic-

algebraic thinking. Building on a few ideas from the history of mathematics, from a socio-cultural 
theory of learning, and from the ACODESA teaching method, we have shown that  for the 
construction of arithmetic-algebraic thinking, various elements of the mathematics classroom need to 
be taken into account: the role of the task (investigative situations) in the acquisition of knowledge, 
communication in the classroom, mathematical visualization, the role of non-institutional and 
institutional representations, generalization, conjecture, sensitivity to contradiction, validation, and 
proof. 

Our approach seeks to develop and enrich an association between arithmetic and algebra (a habitus) 
so as to promote the construction of a structuring structure, in the sense of Bourdieu (1980), that is 
related to arithmetic-algebraic thinking and which supports not only algebra, but also an enrichment 
of the cognitive structure of arithmetic tasks. 

Further, we observed the emergence of the concepts of variable and of covariation between 
variables through the process of co-construction of knowledge. 

The results of our studies have encouraged us to experiment new investigative situations (following 
the ACODESA method) in grade 6 classrooms. So far, we have suggested five investigative 
situations of different types and which require electronic tablets: Marcel’s Restaurant, The El Dorado 
Jewelry Shop, Windows, The Garden and the Pumpkins, and Rectangles and Disks. We are currently 
analyzing the results. 
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CONSTRUCTION D’UNE PENSÉE ARITHÉMICO-ALGÉBRIQUE DANS UNE 
APPROCHE SOCIOCULTURELLE DE L’ENSEIGNEMENT 

CONSTRUCTION OF ARITHMETIC-ALGEBRAIC THINKING IN A SOCIO-CULTURAL INSTRUCTIONAL 
APPROACH 

Fernando Hitt 
Université du Québec à Montréal 

hitt.fernando@uqam.ca 

Dans cet document, nous présentons les résultats d’un projet de recherche sur la pensée arithmético-
algébrique, qui a été réalisé conjointement par une équipe au Mexique et une autre au Québec7. Le 
projet porte sur le concept de variable et de covariation entre variables dans les classes de 6e année 
du primaire, 1re, 2e et 3e du secondaire, à savoir les enfants de 11 à 14 ans. Nous allons ici cibler les 
élèves de 1re secondaire. Notre objectif porte sur le développement d’une généralisation graduelle 
liée à la pensée arithmético-algébrique dans une approche socioculturelle de l’apprentissage des 
mathématiques. Nous avons expérimenté avec des situations d’investigation dans une approche 
papier-crayon, puis avec la technologique. Dans ce contexte, nous analysons : l’émergence d’une 
abstraction visuelle, la production de représentations institutionnelles et non institutionnelles, une 
sensibilité à la contradiction et, enfin, l’émergence de la notion de variable et de covariation entre 
variables. 

                                                             
7 Projet en collaboration : Carlos Cortés (UMSNH); Samantha Quiroz (UAC); Fernando Hitt et Mireille Saboya 
(UQAM). 
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Mots-clés : Généralisation graduelle, approche socioculturelle, pensée arithmético-algébrique. 

Introduction (étapes du projet) 
Le projet que nous vous présentons ci-dessous a été réalisé conjointement par une équipe du 

Mexique et un autre du Québec dès 2008. L’expérimentation a été faite au primaire, au secondaire et 
à la formation des maîtres. 

• 1re étape : Étude du concept de fonction (Hitt, Gonzâlez & Morasse, 2008; Hitt & Gonzâlez-Martîn, 
2015; Hitt & Quiroz, 2019; Passaro, 2009) chez les élèves de 2e et 3e secondaire (13-15 ans 
équivalentes à K8 et K9). 

• 2e étape : Étude de la généralisation liée à la notion de variable et de la covariation entre variables 
en lien avec la pensée arithmético-algébrique chez les élèves du 1re secondaire au Québec (12-13 
ans équivalente à K7) (Hitt, Saboya & Cortés, 2017, 2019a, 2019b), et 3e secondaire au Mexique. 

• 3e étape : Étude des notions de variable, de covariation entre variables et de la généralisation 
(transition primaire-secondaire) en lien avec la pensée arithmético-algébrique chez des élèves en 
difficulté d’apprentissage de la 6e année du primaire au Mexique (11-12 ans équivalente à K6) 
(Hitt, Saboya & Cortés, 2017a, 2017b; Saboya, Hitt, Quiroz et Antoun, 2019). 

Dans sa thèse de doctorat, Páez (2004) a travaillé à la formation des maîtres avec une méthode 
d’enseignement basée sur l’apprentissage collaboratif, le débat scientifique, l’autoréflexion et le 
processus d’institutionnalisation (ACODESA) (voir Hitt, 2007).  

Afin de pouvoir utiliser la même méthode dans notre projet, mais cette fois avec des élèves au 
primaire et au secondaire, nous avons dû, pendant la 1re étape du projet, construire des outils 
théoriques avec les résultats obtenus auprès d’élèves de 2e et 3e secondaire. Ces outils nous permis 
par la suite de mieux analyser les représentations spontanées des élèves et leur rôle dans la résolution 
de situations non routinières. 

La 2e étape, celle à laquelle nous allons nous attarder, va nous permettre de mieux comprendre les 
processus d’abstraction8 qui d’déclenchent une généralisation chez les élèves (1er secondaire au 
Québec) dans la transition primaire-secondaire et sur la construction d’une structure cognitive liée à 
la pensée arithmético-algébrique (nous allons préciser plus loin). 

Nous sommes présentement en train d’analyser les résultats de la 3e étape. 

Cadre théorique général (approche socioculturelle de l’apprentissage) 
Notre approche sur la construction des connaissances est basée sur la notion d’activité de Leontiev 

(1978) liée à sa théorie de l’activité. Selon Leontiev, l’activité, médiatisée par la réflexion mentale, 
qui a comme fonction d’orienter le sujet dans le monde objectif, obéit au système des relations dans 
la société. Pour Leontiev, l’activité de chaque individu dépend de sa place dans la société, de ses 
conditions de vie (idem, p. 3). Selon Leontiev, l’activité est intimement liée à un motif : « different 
activities are distinguished by their motives. The concept of activity is necessarily bound up with the 
concept of motive. There is no such thing as activity without a motive » (idem, p. 6). Ainsi, l’activité 
d’un individu dans une société, a un rôle central dans la relation « subject-activity-object » (connue 
actuellement comme le triangle de Leontiev) et celle-ci est une partie d’un système de relations dans 
cette société. 

It stands to reason that the activity of every individual depends on his place in society, on his 
conditions of life… The activity of people working together is stimulated by its product, 
which at first directly corresponds to the needs of all participants. (p. 3-6)  

                                                             
8 La définition d’abstraction du dictionnaire Larousse est : Opération intellectuelle qui consiste à 
isoler par la pensée des caractères de quelque chose et à le considérer indépendamment des autres 
caractères de l’objet. 
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Engeström (1987, 1999) analyse le triangle de Leontiev comme un modèle de la relation entre le 
sujet, l’objet et les artefacts de médiation, et conclut que le triangle de Leontiev ne montre pas les 
différents éléments du système et ses relations :  

I am convinced that in order to transcend the oppositions between activity and process, 
activity and action, and activity and communication, and to take full advantage of the 
concept of activity in concrete research, we need to create and test models that explicate the 
components and internal relations of an activity system… To overcome these limitations, the 
model may be expanded. (p. 29-30). 

Les idées de Voloshinov (1929/1973) sur la construction du signe : “The reality of the sign is 
wholly a matter determined by that communication. After all, the existence of the sign is nothing but 
the materialization of that communication. Such is the nature of all ideological signs” (p. 13), 
accentuent l’importance du travail collaboratif qui enrichit l’approche théorique de Leontiev et 
d’Engeström.  

En nous appuyant sur les idées précédentes, nous avons adapté le modèle d’Engeström (voir 
Figure 1) tout en respectant la méthode d’enseignement ACODESA (Hitt, 2007). La classe de 
mathématiques est considérée comme une microsociété dont les différents acteurs sont les maîtres, 
les élèves, l’institution et différents types d’outils à utiliser pendant la co-construction des 
connaissances à travers la résolution de situations d’investigation (matériel physique, manuels 
scolaires, ordinateurs, etc.). 

Selon Engeström (1999), Legrand (2001), Leontiev (1978), Wenger (1998), entre autres, dans un 
travail collaboratif, ou dans une communauté de pratique, ou même dans une société, il doit y avoir 
un motif, des règles, une division du travail entre les membres, la médiation des instruments, et une 
interaction entre les différents acteurs (voir Figure 1). Dans notre cas, étant donné une tâche 
mathématique, nous sommes intéressés à la co-construction des connaissances des élèves à travers 
l’évolution de leurs représentations en suivant la méthode d’enseignement ACODESA. 

	

	

Figure 1. Adaptation du modèle d’Engeström (1999) ayant comme objet la covariation entre 
variables et les différentes phases de la méthode d’enseignement ACODESA 

Cadre théorique local et premiers éléments de la pensée arithmético-algébrique 
Étant donné que nous nous intéressons particulièrement à la co-construction des connaissances, 

nous avons cherché des éléments théoriques spécifiques sur les moments de compréhension ou 
d’actions épistémiques de Pontecorvo & Girardet (1993) : 

a) [A] higher level methodological and metacognitive procedures, 
b) Explanation procedures used for the interpretation of particular elements of the task. 

Pour mieux comprendre les actions épistémiques lors la résolution d’une tâche mathématique, nous 
allons utiliser les notions de Rubinshtein (1958) (cité par Davidov, 1990, p. 93-94) sur la distinction 
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entre « visual empirical though » et « abstract theoretical though ». Dans notre projet tout comme 
Rubinshtein et son équipe, nous sommes intéressés à une généralisation graduelle dans un processus 
d’apprentissage collaboratif. Pour Davidov (idem), la généralisation c’est un processus : If we mean 
the procces of generalization, then the child’s transition from a description of the properties of a 
particular object to finding and singling them out in a whole class of similar objects is usually 
indicated. (p. 5) 

Au siècle dernier, les recherches portant sur la transition de l’arithmétique à l’algèbre étaient 
centrées sur la notion d’obstacle épistémologique (Vergaud, 1988), coupure (Filloy & Rojano, 1989) 
ou écart (Herscovics & Linchevski, 1994). Aujourd’hui, il a eu un changement de paradigme qui 
supporte l’idée que les difficultés cognitives peuvent être surmontées (par une grande majorité des 
élèves) par un enseignement approprié. On parle d’un continuum au lieu d’une rupture (Hitt, Saboya 
et Cortés, 2017a). Trois types d’approches se sont manifestés dans ce nouveau paradigme. Ce sont : 

- « Early Algebra », basée sur une approche de la pensée fonctionnelle avec « un early inclusion 
of algebraic symbols as a valuable tool for early algebraic thinking » (Carraher, Schliemann & 
Brizuela, 2000; Kaput, 1995, entre autres) ; 

- « Algebraic nature of arithmétique » (Fujii 2003, entre autres); 
- « Développement d’une pensée algébrique » qui donne un support pour approfondir 

l’arithmétique (Davidov, 1990; Kilpatrick, 2011; Radford, 2011a, 2011b, entre autres). 
L’approche Early Algebra donne une priorité à l’utilisation de symboles algébriques institutionnels 

pour exprimer la covariation entre variables et les fonctions (table de valeurs, notations algébriques 
de la forme n à n + 3 par exemple). La 2e approche est similaire à la 1re, mais avec un domaine plus 
élargi sur l’utilisation de symboles algébriques dans les tâches classiques de l’arithmétique (voir plus 
loin, section 3.2). Par contre, le 3e est liée à l’utilisation des notions mathématiques globales comme 
l’intuition, l’abstraction et la généralisation dans une apprentissage socioculturelle des 
mathématiques. 

Nous nous situons plutôt dans cette 3e approche de type socioculturel (Engeström 1987, 1999; 
Leontiev, 1978; Voloshinov, 1929/1973) de l’apprentissage des mathématiques (théorie de 
l’objectivation de Radford, 2011b). Nous proposons le développement d’idées intuitives complexes, 
en prenant en considération, par exemple, la visualisation mathématique (en incluant « visual 
empirical thought » et « abstract theoretical thought », Rubinshtein, 1958), la généralisation 
(Davidov 1990; Radford 2011a) et la promotion d’une sensibilité à la contradiction (Hitt, 2004) dans 
l’activité mathématique. Ces notions générales, nous les avons travaillées à l’école primaire et 
secondaire, spécifiquement avec les notions de variation et de covariation entre variables, avec 
l’objectif de développer chez les élèves une pensée arithmético-algébrique. 

Cette notion de pensée arithmético-algébrique est liée au développement d’une structure cognitive 
que l’on veut promouvoir chez les élèves, structure structurante (un habitus) dans le sens de 
Bourdieu (1980): 

Les conditionnements associés à une classe particulière de conditions d’existence produisent 
des habitus, systèmes de dispositions durables et transposables, structures structurées 
prédisposées à fonctionner comme structures structurantes… (p. 88-89) 

Notre projet essaie de montrer comment développer cette structure structurante dans la classe de 
mathématique vue comme une microsociété en relation à la pensée arithmético-algébrique. 
La co-construction des savoirs et la sensibilité à la contradiction dans l’histoire 

Les recherches de Szabó (1960) sur l'histoire des mathématiques fournissent les éléments qui ont 
participé à la transformation pendant la période d’or des Grecs d’une mathématique empirico-
visuelle en une science déductive basée sur des définitions et des axiomes. Nous retiendrons : 
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a) L’avancée sociopolitique des Grecs qui leur a permis de développer l'art de la rhétorique, la 
discussion polémique et la pensée critique, 

b) L’influence de la philosophie de Parménide d'Élée et de son disciple Zénon d'Élée (avec ses 
paradoxes) sur les pythagoriciens qui s'intéressaient aux mathématiques. 

c) La « sensibilité à la contradiction » face aux résultats mathématiques développés par les 
Babyloniens et les Égyptiens, et qui ne concordaient pas toujours (par exemple l’aire du disque). 

En effet, Szabó (idem) nous montre que les résultats de Thalès de Milet avaient été obtenus de 
manière empirico visuelle. Szabo (idem) nous donne aussi l'exemple du dialogue de Ménon de Platon 
(IVe siècle av. J-C.) traitant de la duplication de l'aire d'un carré unitaire. À la fin du dialogue, un 
esclave construit un carré sur la diagonale du carré unitaire original. On peut facilement constater 
visuellement que l’aire de ce nouveau carré est le double de l’aire du premier. 

La philosophie de Parménide sur l'existence de l'être exclut le non-être, et fournit les premières 
réflexions sur la logique et le principe du tiers exclu. Szabo pense que Parménide a eu une influence 
sur les pythagoriciens et qu'ils ont à leur tour influencé les mathématiques, créant non seulement une 
pensée critique, mais aussi une sensibilité à la contradiction en mathématiques. Szabó affirme: 

The earliest Greek mathematicians, the Pythagoreans, borrowed the method of indirect 
demonstration from the Eleatic philosophy; consequently, the creation of deductive 
mathematical science can be attributed to the influence of the Eleatic philosophy. (p. 46). 

Malheureusement, de nombreux documents des Grecs ont été perdus; cependant, les historiens nous 
informent que dans les Éléments d'Euclide se trouve le contenu des livres conçus par les 
pythagoriciens, qui ont été transformés par Euclide (livres VII, VIII, IX et X). Dans les Éléments 
d'Euclide, il est habituel de trouver des théorèmes prouvés par contraposition. Vitrac (2012) affirme: 
Les démonstrations indirectes (dites par réduction à l'absurde) ne sont pas rares dans les Éléments 
d'Euclide; ils apparaissent dans une centaine de Propositions (p. 1). 

L'une des principales thèses de Szabó est celle que la transformation des mathématiques en science 
déductive (du Ve siècle av. J-C., au IIIe siècle av. J-C.), s'est également transformée en science anti-
illustrative. La démonstration visuelle sur la duplication de la surface d'un carré unitaire n'avait plus 
sa place dans la nouvelle approche dans les Éléments d'Euclide. Avec Euclide, la figure a joué un 
rôle d’aide à la démonstration formelle et non aux processus visuels de démonstration. 

Les historiens nous signalent que la naissance de l’algèbre en tant que discipline a été développée 
par le perse al-Khwarizmi (790-850). Cela nous montre que bien que l'algèbre ne soit pas originaire 
des Grecs, ils ont jeté les bases de la pensée critique, de la logique mathématique, de la preuve 
indirecte et d'une sensibilité à la contradiction. Ce type de pensée est historiquement important avant 
le développement de l'algèbre. 

Comment s’inspirer de l’histoire de la mathématique dans la classe? Comment intégrer ces éléments 
historiques des différentes cultures dans la classe de mathématiques? 
Sensibilité à la contradiction dans la construction de la pensée arithmético-algébrique 

Les résultats des recherches des années 1980, nous ont donné un aperçu des difficultés des élèves 
face à la résolution de problèmes de type algébrique. Nous allons prendre comme exemple Fujii 
(2003) qui montre les pourcentages de réussite des élèves du primaire et du secondaire des États-Unis 
et du Japon par rapport à deux problèmes : 
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Problem 1. Mary has the following problem 
to solve: “Find value(s) for x in the 
expression: x + x + x = 12” 
She answered in the following manner. 
a.  2, 5, 5;      b.  10, 1, 1;     c.  4, 4, 4 
Which of her answer(s) is (are) correct? 
(Circle the letter(s) that are correct: a,b,c)	

Problem 2. Jon has the following problem to solve: “Find 
value(s) for x and y in the expression: x + y = 16” 
He answered in the following manner. 
a.  6, 10;          b.  9, 7;          c.  8, 8 
Which of his answer(s) is (are) correct? (Circle the 
letter(s) that are correct: a, b, c) 
State the reason for your selection.	

It is also important to note that it is rare for students to get both problems correct, which was 
also consistent with the data for both countries [USA and Japan]. Let me select the Athens 
(GA) 6th, 8th and 9th graders from the American data, simply because these students have a 
common educational environment. The percentages of correct answers for 6th, 8th, and 9th 
grade are 11.5%, 11.5% and 5.7% respectively. For Japanese students, the correct response 
from 5th, 6th, 7th, 8th, 10th and 11th grades are 0%, 3.7%, 9.5%, 10.8%, 18.1% and 24.8% 
respectively (Fujii, 1993).	

Ces problèmes permettent de différencier les élèves qui ont une conception du rôle de l’inconnue 
dans une expression algébrique de ceux qui ont construit le concept d’inconnue.  

En analysant les tâches proposées par Fujii (2003), nous voyons que celles-ci ont été conçues pour 
l’évaluation (détection des conceptions). Construire une tâche pour promouvoir l’apprentissage à 
partir des conceptions des élèves est tout autre chose. Voici deux exemples sur la sensibilité à la 
contradiction. 

Premier exemple. Sensibilité à la contradiction dans un processus de résolution de : 

a) Résoudre l’inégalité:  0,2 (0,4x + 15) – 0,8x ≤ 0,12 

b) Vérifier que x = 10 est un élément de l’ensemble solution.	

Dans l’élaboration de cette activité, nous avons tenu compte de la notion d’obstacle 
épistémologique de Brousseau (1997) sur l’apprentissage des nombres décimaux. L’erreur est conçue 
comme une connaissance qui a été efficace, valable dans d’autres situations, mais 
qui s’avère erronée dans une nouvelle situation. Dans ce cas, c’est la connaissance 
de la multiplication des nombres naturels qui appliquée aux nombres décimaux va 
entrainer une erreur. Nous profitons de l’erreur pour promouvoir une structure 
plus riche de la mathématique : la sensibilité à la contradiction. Voici un exemple 
d’une production d’un élève : 

	
	

On peut remarquer que l’élève a commis les erreurs anticipées par le chercheur. L’élève est arrivé à 
proposer la solution St [Solution] = 0,12, mais à la question b), l’élève a remarqué la contradiction.  
L’élève est revenu sur ses pas pour résoudre la contradiction en a). Il est sorti de la contradiction 
cognitive, contradiction qu’il a repérée, même si formellement la contradiction continue dans l’item 
b. Cela montre que l’élève est sensible à la contradiction. 

Deuxième exemple. Situation sur les ombres : Cette situation était l’une des 5 situations proposées 
lors d’une expérimentation d’une durée d’un mois et demi, avec des élèves de 3e secondaire. Les 5 
situations (enchainées) ont été travaillés en lien avec la méthode ACODESA, avec la finalité de faire 
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développer les concepts de covariation entre variables et de fonction (Hitt et González-Martín 2015, 
Hitt et Morasse 2009) : 

Supposons	 que	 nous	 avons	 une	 source	 lumineuse	 d’une	 hauteur	 de	 6	 m	 (un	 lampadaire).	 Nous	

observons	l’ombre	sur	le	sol	lorsqu’une	personne	de	1,5	m	de	hauteur	marche	dans	la	rue.	Nous	nous	

intéressons	aux	relations	entre	les	grandeurs	en	jeu.	

	

 Existe-t-il des grandeurs qui sont dépendantes les unes des autres? Lesquelles? 
Sélectionne	 deux	 grandeurs	 qui	 sont	 dépendantes	 l’une	 de	 l’autre	 et	 décris	 le	

phénomène	à	l’aide	des	différentes	représentations	que	tu	as	utilisées	dans	les	activités	

précédentes.	

	

Phase 1 : Travail individuel. Deux filles travaillent 
individuellement pour comprendre la tâche. L’une d’elles a 
représenté la situation par un dessin proportionnel. À partir 
d’une pensée empirique visuelle elle a trouvé une relation 
entre les grandeurs « distance parcourue par la personne » et 
« mesure de l’ombre ». 

Phase 2 : Travail en équipe (Prusak, Hershkowits et 
Schwarts 2013, suggèrent des équipes de deux ou trois 
personnes). Les deux filles parviennent à construire : une 
relation verbale, une expression algébrique et une 
représentation graphique de la situation. 

Phase 3 : Débat en grand groupe. Une équipe d’élèves n’est pas 
parvenue à trouver la réponse à cause d’erreurs algébriques. À la vue du 
résultat des deux filles, ils ont réussi à construire une approche 
algébrique en utilisant des triangles semblables.  

Phase 4 : Autoréflexion. Le professeur collecte alors toutes les 
productions des élèves, puis leur remet la même situation à faire en 
devoir avec pour consigne de reconstruire tout le travail réalisé en classe (4e phase). Voici la 
reconstruction de ce qui avait été débattu en classe par l’une des filles dont on a parlé. 

Reconstruction du travail en équipe Reconstruction du débat en grand groupe 

   

 
Elle a reconstruit, sans difficulté, ce qu’elle avait fait de façon numérique et visuelle avec sa 

coéquipière. Malheureusement, quand elle a voulu reconstruire le processus algébrique des garçons, 
elle a fait une erreur sans arriver à la solution. Dans son dessin, elle a exprimé (voir dessin à droite) 
un sentiment de gêne face à une contradiction de laquelle elle ne pouvait pas se sortir. Cela montre 
que cette fille a développé une sensibilité à la contradiction. D’un point de vue cognitif, la sensibilité 
à la contradiction est la prise de conscience d’une contradiction, accompagnée d’un sentiment de 
malaise, et son dépassement d’un sentiment de bonheur. 

Les exemples nous montrent l’importance des représentations spontanées des élèves. À partir de ces 
résultats sur les représentations spontanées des élèves, Hitt et Quiroz (2019) ont proposé la notion de 
représentation socialement construite, qui est liée à l’évolution de la représentation fonctionnelle-
spontanée chez les élèves quand celle-ci a émergé dans le travail individuel, puis a été discutée à 
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l’intérieur d’une équipe, en grand groupe et dans un travail d’autoréflexion. Selon Hitt et Quiroz 
(2019, p. 79) : 

Définition. Une RF-S est une représentation qui émerge chez les individus dans la pratique, 
face à une activité non routinière : les actions liées à l’interaction avec la situation ont des 
caractéristiques fonctionnelles (mentales, orales, kinesthésiques, schématiques) et sont liées à 
une représentation spontanée (externe). La représentation est fonctionnelle dans le sens où 
l’élève a besoin de donner un sens à la situation et qu’elle est spontanée, car elle s’exprime 
naturellement dans l’action quand on essaye de comprendre et de résoudre la situation non 
routinière. 

La situation d’investigation (la tâche) comme élément clé dans la co-construction du savoir 
mathématique 

La théorie des situations didactiques (Brousseau, 1998), celle du « problem solving » (Mason,	
Burton	&	Stacey,	1982;	Schoenfeld, 1985) et de la mathématique réaliste de l’école de Freudenthal 
(1991) ont provoqué un changement dans les curriculums du monde entier. L’approche classique, à 
savoir l’enseignement « définition-théorème-exercices et problèmes » a été brisée. Les situations-
problèmes, les problèmes en général et les problèmes en contexte ont pris alors une place 
fondamentale dans cette nouvelle approche. À partir de ces théories, on retiendra l’élaboration de la 
tâche comme élément central pour le dépassement d’un obstacle cognitif.  

Une nouvelle ère est apparue pour l’organisation et le rôle de la tâche dans l’enseignement des 
mathématiques, les situations problèmes liées à la créativité et à la modélisation mathématique 
(Blum, Galbraith, Henn & Niss, 2007; Hitt et González-Martín, 2015; Hitt, Saboya et Cortés, 2017; 
Hitt et Quiroz 2019; Lesh & Zawojewski, 2007; Margolinas, 2013). 

Dans notre cas, les activités que nous avons développées sont liées à la méthode d’enseignement 
ACODESA, dans une approche socioculturelle de l’apprentissage des mathématiques. Nous les 
avons appelées les « situations d’investigation ». 

Situation d’investigation. La situation est constituée de différentes tâches que suivent les 
étapes de la méthode ACODESA. Les tâches essayent de promouvoir premièrement, 
l’émergence des représentations non institutionnelles ou institutionnelles, une pensée visuelle 
empirique liée à une pensée diversifiée (pensée divergente), à la conjecture, à la 
généralisation, à la prédiction et à la validation. Dans un deuxième et troisième temps (travail 
en équipe et grand groupe), on essaye de promouvoir une pensée abstraite où la sensibilité à 
la contradiction est une partie ainsi comme une évolution des représentations et 
caractéristiques de la première étape. Un quatrième temps est envisagé pour promouvoir une 
connaissance plus stable avec une reconstruction de ce qui avait était fait en classe. 
Finalement, l’enseignant(e) fait un retour sur les différentes solutions des élèves et présente 
la position institutionnelle par rapport au contenu envisagé dans la situation. 

L’élaboration des situations d’investigation suit une organisation comme celle signalée dans Hitt, 
Saboya et Cortés (2017b). 
Variation et covariations entre variables (un exemple avec les nombres polygonaux) 

Nous allons présenter ici la 1re étape d’une situation d’investigation portant sur les nombres 
polygonaux et destinée à des élèves de la 1re année du secondaire. Cette étape était composée de 5 
questions à résoudre papier-crayon. Dans la 2e étape était envisagée l’utilisation de la technologie 
pour valider leurs conjectures. Au total la situation comptait 8 pages. 

1re étape (Travail individuel, suivi de travail en équipe, approche papier-crayon) 
Il y a très, très, très, longtemps (vers l’an 520 av. J.-C.), un mathématicien du nom de Pythagore fonda une 
école dans une île de la Grèce antique. Ses élèves et lui étaient fascinés à la fois par les nombres et par la 
géométrie. Une de leurs idées consistait à représenter les nombres par des figures géométriques. Ils 
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appelèrent ces nombres : les nombres polygonaux. Par exemple, ils s’aperçurent que certains nombres 
pouvaient être représentés par des triangles. Ainsi, 1, 3, 6 et 10 sont les quatre premiers nombres 
triangulaires parce qu’on peut les représenter par des points disposés en triangles comme ci-dessous : 

 
2) Observe	 bien	 ces	 nombres.	 Quel	 est	 le	 cinquième	 nombre	 triangulaire	?	 Représente-le.	

Explique	la	façon	dont	tu	as	procédé.	

2) D’après toi, comment construit-on un nombre triangulaire ? Qu’observes-tu ? 
3) Quel est le 11e nombre triangulaire ? Explique comment tu fais pour trouver sa valeur. 
4) Tu dois écrire un courriel COURT à un ami pour lui décrire comment procéder pour calculer le 

nombre triangulaire 83. Décris ce que tu lui écrirais. TU N’AS PAS À FAIRE LES CALCULS! 
5) Et pour calculer n’importe quel nombre triangulaire, comment ferait-on (on veut encore ici un 

message COURT). 

Production des équipes aux questions 1, 2 et 3  
Dans cette 1re étape, nous voulions développer la pensée empirique visuelle 

(Rubinshtein, 1973) et la généralisation (Davidov, 1990; Radford, 2011). De 
façon naturelle, les élèves (équipe G1 et G3) sont passés d’une approche visuelle 
à une procédure arithmétique (action épistémique). Par exemple, pour le calcul de 
T11 ils ont écrit 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11. 

L’équipe G2 est passée d’une approche visuelle concrète à une approche visuelle 
plus générale, et ensuite à une procédure arithmétique (action épistémique).  Ainsi 
pour le T11 ils ont écrit 11+10+9+8+7+6+5+4+3+2+1. 

Nous pouvons noter l’abandon de la représentation iconique par un élève (équipe 
G4) qui, pendant la présentation en grand groupe, est passé d’une approche visuelle détachée des 
configurations polygonales à un calcul itératif qu’il n’avait pas discuté 
avec les membres de son équipe (pensée théorique abstraite selon 
Rubinstein). L’équipe G4 a utilisé cette dernière stratégie pour résoudre 
la 5e question de la 2e étape avec Excel.  

Ce passage montre l’importance du travail en équipe et la réflexion de l’élève 
Yan pendant qu’il organisait ses idées (dialogue intérieur selon Vygotsky 
1932/1962) pour les communiquer à tout le groupe (construction du signe de 
Voloshinov). Yan avait besoin de se faire comprendre par le reste de la classe. 
Réponses en équipe aux questions 4 et 5 et premier débat en grand groupe 

Voici les réponses (travail en équipe) donnés par les différents groupes. 
	 Réponses	à	la	question	4	par	équipe	:	 Réponses	à	la	question	5	par	équipe:	

G1	 On	 additionne	 tous	 les	 nombres	 de	 1+2+3…	

jusqu’au	nombre	de	points	sur	le	côté.	

On	 additionne	 tous	 les	 nombres	 de	 1+2+3…	 jusqu’au	

nombre	de	points	sur	le	côté.	

G2	 Additionner	des	nombres	de	1	à	83.	 Tu	additionnes	les	nombres	de	là	?	

G3	 Tu	dois	faire	83+82+81…	jusqu’à	1.	 Calcul	la	dernière	colonne	diagonale	et	calcul	en	faisant	

-1	au	nombre.	Ex.	15
ème

,	15+14+13…	etc.	

		G4	 Tu	dois	faire;	1+2+3+4+5+6+7+8…	+83	et	ça	va	

te	donner	la	réponse.	

	

Tu	mets	le	même	nombre	sur	les	autres	côtés	et	ensuite	

tu	additionnes	1+2+3+4+5+6…	jusqu’à	ce	que	tu	arrives	

à	ton	nombre	et	ta	réponse	est	le	nombre	triangulaire.	

Dans une discussion en grand groupe, la chercheure demande les messages écrits 
pour répondre à la question 5 (voir réponses plus haut) : Message court pour 
n’importe quel nombre triangulaire. Les élèves ont d’abord proposé l’addition 
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« 1+2+3 jusqu’à ton nombre ». Intervention de la chercheure : Comment écrire le nombre que je ne 
connais pas? Différentes propositions ont émergé. La première était d’écrire « ? », après ils ont 
proposé « x » ou « y ». La chercheure a demandé si un cœur pourrait être écrit : « ♥ ». Un élève a 
répondu : « On peut mettre n’importe quoi qui n’est pas un chiffre ». 

Ce qu’on peut souligner c’est que les élèves sont passé d’une pensée empirique visuelle à une 
pensée abstraite arithmético-algébrique. La variable a été exprimée premièrement en mots : « jusqu’à 
ce que tu arrives à ton nombre », après comme « ? », ensuite comme « x », ou « y », et finalement : 
« On peut mettre n’importe quoi qui n’est pas un chiffre ». 

Production de l’équipe G4 (travail en équipe et présentation en grand groupe) 

Travail en équipe et 
généralisation en 
acte 

Surprise d’obtenir un nombre 
décimal avec T100 et discussion en 
équipe vers la généralisation (Excel) 

Présentation en grand 
groupe du calcul général 
d’un nombre triangulaire 

Généralisation dans 
le débat en grande 
groupe 

    
On peut remarquer que pour chaque abstraction, il y a un certain type de généralisation. Les 

processus d’abstraction ont été du type : Abstraction visuelle, abstraction arithmétique, émergence 
de la notion de variable, émergence de la notion de covariation entre variables. 
Après 45 jours, à eu lieu la phase d’autoréflexion (reconstruction) 

Lors de cette étape, Yan, l’élève qui avait trouvé l’expression algébrique pour les nombres 
triangulaires, a essayé de se rappeler de sa formule, mais s’est trompé. Il a écrit : (Rang*2)-1=y et 
Rang*y=nombre triangulaire. Dans l’activité sur les nombres pentagonaux que nous lui avons  
ajoutée comme défi, il a écrit : Rang*(Rang + (Rang * 0,5 − 0,5)) = nombre pentagonal. Expression 
qu’il a trouvée en utilisant la même stratégie que celle utilisée 45 jours avant pour les nombres 
triangulaires. Expression équivalente à l’expression institutionnelle : !! = ! !!!!

! . 

Dans ce processus d’autoréflexion, une élève a obtenu à la question sur les nombres triangulaires : 
« Nombre impair : (rang + 1) ÷  2 * rang = nombre triangulaire. » Expression équivalente (avec 
restriction aux nombres impaires) à : !! = ! !!!

! . 

Conclusions 
Dans ce document, nous avons voulu montrer les différents éléments nécessaires pour la 

construction d’une pensée arithmético-algébrique. Basés sur quelques idées de l’histoire des 
mathématiques, d’une théorie socioculturelle de l’apprentissage et d’une méthode d’enseignement 
ACODESA, nous avons montré la nécessité de prend en compte différents éléments dans la classe de 
mathématiques pour une construction d’une pensée arithmético-algébrique; à savoir : le rôle de la 
tâche (situations d’investigation) dans l’acquisition des connaissances, la communication dans la 
classe, la visualisation mathématique, le rôle des représentations non institutionnelles et 
institutionnelles, la généralisation, la conjecture, la sensibilité à la contradiction, la validation et la 
preuve. 

Notre approche cherche à développer et enrichir une articulation entre l’arithmétique et l’algèbre 
(un habitus) avec l’intention de promouvoir la construction d’une structure structurante dans le sens 
de Bourdieu (1980) liée à la pensée arithmético-algébrique qui donne non seulement un support à 
l’algèbre, mais aussi un enrichissement de la structure cognitive de l’arithmétique. 

Nous avons aussi pu constater dans ce processus de co-construction des connaissances, l’émergence 
de la notion de variable et de la covariation entre variables. 
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Les résultats de nos recherches nous ont amenés à vouloir expérimenter des nouvelles situations 
d’investigation (en suivant la méthode ACODESA) en 6e année du primaire. Nous avons proposé 5 
différents types de situations d’investigation avec l’utilisation de tablettes électroniques : Le 
restaurant de Marcel ; La bijouterie El Dorado ; Les fenêtres ; Le jardin et les citrouilles et 
Rectangles et disques.  Nous sommes en train d’analyser les résultats. 
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